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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, �ðåäãîëüìîâîñòü è

ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñî

ñïåöèàëüíûìè ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé

�ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îïåðàòîðîâ â ìóëüòè-

àíèçîòðîïíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ â R
n
, à òàêæå äàíî îïèñàíèå

ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà òàêèõ îïåðàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

�ðåäãîëüìîâ îïåðàòîð, ðåãóëÿðíûé ãèïîýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, ñó-

ùåñòâåííûé ñïåêòð, ìóëüòèàíèçîòðîïíûå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà.

Èñòî÷íèê �èíàíñèðîâàíèÿ

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà ïî âûñøåìó

îáðàçîâàíèþ è íàóêå ÌÎÍÊÑ �À N25RG-1A205.

Äëÿ öèòèðîâàíèÿ

Òóìàíÿí À. �. Ôðåäãîëüìîâû è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äëÿ îäíî-

ãî êëàññà ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû,

2026, Ò. 29, � 2, Ñ. 152-175. DOI 10.25205/1560-750X-2026-29-2-152-175

© Òóìàíÿí À. �., 2026

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, Ñ. 152-175

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 152-175



Òóìàíÿí À. �. 153

Fredholm and spe
tral properties

for one 
lass of hypoellipti
 operators

Ani G. Tumanyan

Russian-Armenian University,

Siemens Industry Software

Yerevan, Armenia

ani.tumanyan�rau.am

Abstra
t
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� 1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

�åãóëÿðíûå ãèïîýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûì ïîä-

êëàññîì ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïî Õ¼ðìàíäåðó è èìåþò ìíîæå-

ñòâî âàæíûõ ïðèëîæåíèé (ñì. [1℄). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ýòèõ

îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèêâàçèýëëèïòè÷åñêèìè, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþò-

ñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ, 2b�ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ è êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ýòè îïåðàòîðû áûëè ââåäåíû

â 1960-õ � 1970-õ ãîäàõ è èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè: Ñ. Ì. Íèêîëü-

ñêèì [2℄, Â. Ï. Ìèõàéëîâûì [3℄, Äæ. Ôðèáåðãîì [4℄, Ë. �. Âîëåâè÷åì, Ñ.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 152-175

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 152-175



154 Ôðåäãîëüìîâû è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

�. �èíäèêèíûì [5℄, �. �. �àçàðÿíîì [6℄ è äðóãèìè. Àíàëèç ðåãóëÿðíûõ ãè-

ïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñâÿçàí ñ îïðåäåë¼ííûìè òðóäíîñòÿìè, òàê

êàê ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû íå ÿâëÿþòñÿ îäíî-

ðîäíûìè, êàê â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, àïðèîðíûå

îöåíêè, �ðåäãîëüìîâû è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà èçó÷àëèñü äëÿ ñïåöèàëü-

íûõ êëàññîâ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îäíàêî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ îòíîñÿòñÿ ê ýëëèï-

òè÷åñêèì è êâàçèýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðàì.

Ôðåäãîëüìîâîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ðàçëè÷íûõ �óíêöèî-

íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ Ë. À. Áàãèðîâà [7℄, �. Á.

Ëîêêàðòà, �. Ñ. Ìàêêîóíà [8, 9℄, Ý. Øðîý [10℄ è äðóãèõ. Àïðèîðíûå îöåíêè

è �ðåäãîëüìîâà ðàçðåøèìîñòü êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ èçó÷åíû â

ðàáîòàõ Ë. À. Áàãèðîâà [11℄, �. À. Êàðàïåòÿíà, À. À. Äàðáèíÿíà [12℄, À.

À. Äàðáèíÿíà è À. �. Òóìàíÿí [13, 14, 15℄ è äðóãèõ. Èçîìîð�íûå ñâîéñòâà

äëÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè íà

ñïåöèàëüíîé øêàëå âåñîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ

�. Â. Äåìèäåíêî (ñì. [16, 17, 18℄).

Ë. �îäèíî, Ï. Áîããèàòòî, Ý. Áóçàíî èññëåäîâàëè �ðåäãîëüìîâû è ñïåê-

òðàëüíûå ñâîéñòâà ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè âåñà-

ìè (ñì. [19℄). Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ òèïà

Øð¼äèíãåðà, à òàêæå ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûìè âîçìóùåíèÿìè îïåðà-

òîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ý. Áóçàíî è

À. Çèãèîòòî (ñì. [20, 21℄). Óñëîâèÿ �ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãè-

ïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà øêàëàõ Hk,R,p
q (Rn) ñî ñïåöèàëüíûìè âåñî-

âûìè �óíêöèÿìè q óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ [22, 23℄.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, �ðåäãîëüìî-

âîñòü è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòî-

ðîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Óñòàíîâëåíû àïðè-

îðíûå îöåíêè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ìóëü-

òèàíèçîòðîïíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �ðåäãîëüìîâîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îïå-

ðàòîðîâ â ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Hk,R,p
q (Rn) â ñëó÷àå q ≡ 1.

Èçó÷åíû ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ðåøåíèé è èíâàðèàíòíîñòü èíäåêñà íà ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé øêàëå ìóëüòèàíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ðàáîòå ïîëó-

÷åíî îïèñàíèå ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà òàêèõ îïåðàòîðîâ. Ñïåêòðàëüíûå

ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ

íà âåñîâûõ øêàëàõ, èçó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ (ñì. [22, 23, 24℄).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A, îïðåäåë¼ííûé
íà âñ¼ì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X è äåéñòâóþùèé â áàíàõîâî ïðîñòðàí-
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ñòâî Y , íàçîâ¼ì n�íîðìàëüíûì îïåðàòîðîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:

1. îáðàç îïåðàòîðà A çàìêíóò

(
Im(A) = Im(A)

)
;

2. ÿäðî îïåðàòîðà A êîíå÷íîìåðíî (dimKer(A) <∞).

Îïåðàòîð A íàçîâ¼ì �ðåäãîëüìîâûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1-2 è

3. êîÿäðî îïåðàòîðà A êîíå÷íîìåðíî

(dim coker(A) = dim Y/ Im(A) <∞).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü A � çàìêíóòûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ

ïðåäåëåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X . Ñóùåñòâåííûì ñïåêòðîì σe(A)
íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λ, äëÿ êîòîðûõ A−λI íå ÿâëÿåòñÿ
�ðåäãîëüìîâûì.

�àçíîñòü ìåæäó ðàçìåðíîñòÿìè ÿäðà è êîÿäðà îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ

èíäåêñîì îïåðàòîðà:

ind (A) = dimKer(A)− dim coker(A).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äëÿ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A, äåé-
ñòâóþùåãî èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y (A :
X → Y ), ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû R1 : Y → X è R2 : Y → X
íàçîâ¼ì, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðàìè, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: R1A = IX+T1, AR2 = IY +T2, ãäå IX , IY� åäè-

íè÷íûå îïåðàòîðû, à T1 : X → X è T2 : Y → Y � êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð R : Y → X íàçîâ¼ì ðåãóëÿðèçàòîðîì

äëÿ îïåðàòîðà A : X → Y , åñëè îí îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ëåâûì, è

ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì.

Ïóñòü n ∈ N è Rn
� n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, Zn

+, N
n
, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ìíîæåñòâà n-ìåðíûõ ìóëüòèèíäåêñîâ è n-ìåðíûõ ìóëüòèèíäåê-

ñîâ ñ íàòóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè. Ïóñòü N ⊂ Zn
+ � íåêîòîðîå êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ìóëüòèèíäåêñîâ, R = R(N ) � ìèíèìàëüíûé âûïóêëûé ìíî-

ãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû èç N .

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîãîãðàííèê R íàçîâ¼ì âïîëíå ïðàâèëüíûì, åñëè

à) R ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîãðàííèêîì: R èìååò âåðøèíû â íà÷àëå êîîð-

äèíàò è íà êàæäîé îñè êîîðäèíàò Rn
, îòëè÷íûå îò íà÷àëà êîîðäèíàò;

á) âñå êîìïîíåíòû âíåøíèõ íîðìàëåé (n − 1)�ìåðíûõ íåêîîðäèíàòíûõ

ãðàíåé R ïîëîæèòåëüíûå.
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Ïóñòü R � âïîëíå ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn−1
j ,

j = 1, . . . , In−1 (n − 1)�ìåðíûå íåêîîðäèíàòíûå ãðàíè R ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè âíåøíèìè íîðìàëÿìè µj
òàêèìè, ÷òî äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ

α ∈ Rn−1
j âûïîëíÿåòñÿ (α : µj) = α1

µj
1

+ · · · + αn

µj
n
= 1, ∂R =

In−1⋃
j=1

Rn−1
j . Äëÿ

k > 0 îáîçíà÷èì kR := {kα = (kα1, kα2 . . . , kαn) : α ∈ R}.
�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

P (x,D) =
∑

α∈R
aα(x)D

α, (1.1)

ãäå Dα = Dα1
1 . . . Dαn

n , Dj = i−1 ∂
∂xj
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, aα(x) ∈ C∞(Rn).

Îáîçíà÷èì

P (x, ξ) =
∑

α∈R
aα (x) ξ

α. (1.2)

Äëÿ ξ ∈ Rn
îáîçíà÷èì

|ξ|R =
∑

α∈R
|ξα|, |ξ|∂R =

∑

α∈∂R
|ξα|.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð P (x,D) íàçîâ¼ì

ðåãóëÿðíûì â òî÷êå x0 ∈ Rn
, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ > 0 òàêàÿ,

÷òî:

1 + |P (x0, ξ)| ≥ δ|ξ|R, ∀ξ ∈ R
n.

P (x,D) íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûì â Rn
, åñëè P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

â êàæäîé òî÷êå x ∈ Rn
.

P (x,D) íàçîâ¼ì ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíûì â Rn
, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòî-

ÿííàÿ δ > 0 òàêàÿ, ÷òî:

1 + |P (x, ξ)| ≥ δ|ξ|R, ∀ξ ∈ R
n, ∀x ∈ R

n.

Ïðèìåð 1.1. �àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ.

1. Ïóñòü m ∈ N è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0, . . . , 0),
(m, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , m). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 1.5 ñîîòâåò-

ñòâóþò îïðåäåëåíèÿì ýëëèïòè÷íîñòè ñ |ξ|∂R = |ξ|m =
n∑

i=1

|ξmi |.

2. Ïóñòü ν ∈ Nn
è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0, . . . , 0),

(ν1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , νn). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 1.5 ñîîò-

âåòñòâóþò îïðåäåëåíèÿì êâàçèýëëèïòè÷íîñòè ñ

|ξ|∂R = |ξ|ν =
n∑

i=1

|ξνii |.
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3. Ïóñòü n = 2 è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0), (8, 0), (0, 8)
è (6, 4). Òîãäà

P (x,D) = a1D
8
1 + a2D

6
1D

4
2 + a3D

8
2 + q(x),

ãäå a1, a2, a3 > 0 è q ∈ C(R2), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R2
.

4. Ïóñòü n = 3 è R ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òî÷åê (0, 0, 0), (8, 0, 0),
(0, 8, 0), (6, 4, 0), (6, 0, 6), (0, 6, 6) è (0, 0, 12). Òîãäà

P (x,D) = D8
1 +D6

1D
4
2 +D8

2 +D6
1D

6
3 +D6

2D
6
3 +D12

3 + q(x),

ãäå q ∈ C(R3), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â R3
.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}∞i=0 ⊂ R+ òàêàÿ, ÷òî lim
i→∞

ai = ∞ è âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ai+1 < γai, ãäå γ > 0 è i = 0, 1, . . ..
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèÿì èç ðàáîò [7℄ è [22℄, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ai}∞i=0, îïðåäåëèì ñïåöèàëüíîå ïîêðûòèå {Wm}∞m=1 äëÿ Rn
è ñèñòå-

ìû �óíêöèé {ϕm}∞m=1 è {ψm}∞m=1. Ñèñòåìû �óíêöèé {ϕm}∞m=1 è {ψm}∞m=1

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. suppϕm ⊂ suppψm ⊂Wm;

2. ψm(x)ϕm(x) = ϕm(x) äëÿ âñåõ x ∈ Rn
;

3. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ Z
n
+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cα > 0 òàêàÿ, ÷òî:

|Dαψm(x)| ≤ Cα

(
a[m−1

l ]

)−|α|
, |Dαϕm(x)| ≤ Cα

(
a[m−1

l ]

)−|α|
,

∀x ∈ R
n, m = 1, 2, . . . ;

4.

∞∑
m=1

ϕm(x) ≡ 1.

Îáîçíà÷èì

Q := {g ∈ C (Rn) : ∃c > 0 òàêàÿ, ÷òî g(x) ≥ c, ∀x ∈ R
n} .

Äëÿ k ∈ Z+ è âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà R îáîçíà÷èì ÷åðåç

Qk,R
ìíîæåñòâî âåñîâûõ �óíêöèé g ∈ Q, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1.

1
g(x)

⇒ 0 ïðè |x| → ∞;
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2. äëÿ β ∈ kR, β 6= 0 Dβg(x) ∈ C(Rn) è ñóùåñòâóåò Cβ > 0 òàêàÿ, ÷òî

|Dβg(x)|
g(x)1+(β:µj)

≤ Cβ äëÿ âñåõ x ∈ Rn, j = 1, . . . , In−1;

3. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò δ = δ(ε) > 0 è m0 = m0(ε) > 0
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ m > m0 ïðè max

j=1,...,l
diamUj < δ âûïîëíÿåòñÿ:

max
x,y∈Wm

|g(x)− g(y)|
g(y)

< ε, max
x,y∈Wm

1

g(x)
1

µmax a[−1
l ]

< ε,

ãäå µmax = max
1≤i≤In−1

max
1≤s≤n

{µi
s}.

Ïðèìåðû âåñîâûõ �óíêöèé èç ìíîæåñòâà Qk,R
âêëþ÷àþò êàê ïîëèíî-

ìèàëüíûå, òàê è ýêñïîíåíöèàëüíûå âåñîâûå �óíêöèè, íàïðèìåð:

|x|lR, exp (|x|rR) ïðè l, r > 0.

Äëÿ k ∈ R, âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà R è 1 < p <∞ îáîçíà-

÷èì

Hk,R,p (Rn) :=
{
u ∈ S ′ : ‖u‖k,R,p := ‖F−1 (1 + |ξ|∂R)k Fu‖Lp(Rn) <∞

}
,

ãäå S ′
� ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ �óíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà. Äëÿ Ω ⊂

Rn
îáîçíà÷èì Ḣk,R,p(Ω) ïîïîëíåíèå C∞

0 (Ω) ïî íîðìå ‖ · ‖k,R,p.

Äëÿ k ∈ Z+, q ∈ Q, âïîëíå ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà R è 1 < p <∞
îáîçíà÷èì

Hk,R,p
q (Rn) :=

{
u : ‖u‖Hk,R,p

q (Rn) := ‖u‖k,R,p,q

:=
∑

α∈kR

∥∥∥∥D
αu · qk−max

i
(α:µi)

∥∥∥∥
Lp(Rn)

<∞
}
,

Â ñëó÷àå k ∈ Z+ è q ≡ 1 ââåä¼ííûå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò.

� 2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü k ∈ Z+ è q ∈ Q. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

P (x,D) (ñì. (1.1)), ïðåäñòàâëÿåìûé â ñëåäóþùåì âèäå:

P (x,D) =
∑

α∈R
aα(x)D

α =
∑

α∈R

(
a0α(x)q(x)

1−max
i

(α:µi)
+ a1α(x)

)
Dα, (2.1)
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ãäå aα(x) = a0α(x)q(x)
1−max

i
(α:µi)

+ a1α(x), D
β(a0α(x)) = O

(
q(x)

min
i

(β:µi)
)
è

Dβ(a1α(x)) = o
(
q(x)

1−max
i

(α−β:µi)
)
ïðè |x| → ∞ äëÿ âñåõ α ∈ R, β ∈ kR.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî P (x,D) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïå-
ðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Hk+1,R,p

q (Rn) â Hk,R,p
q (Rn).

�àññìîòðèì îïåðàòîð (2.1) â ñëó÷àå q ≡ 1:

P (x,D) =
∑

α∈R
aα(x)D

α =
∑

α∈R

(
a0α(x) + a1α(x)

)
Dα. (2.2)

Äëÿ N > 0 è x0 ∈ R
n
îáîçíà÷èì

KN (x0) := {x ∈ R
n : |x− x0| ≤ N}, KN := KN(0).

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 7.1 èç ðàáîòû [26℄:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Q è P (x,D) � äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (2.1). Òîãäà îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R,p
q (Rn) → Hk,R,p

q (Rn) ÿâëÿ-
åòñÿ n−íîðìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå

κ > 0 è N > 0 òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖k+1,R,p,q ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,p,q + ‖u‖Lp(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R,p

q (Rn) .

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü P (x,D) � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (2.2) ñ

êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x) − a0α(y)| = 0 äëÿ

âñåõ α ∈ R. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå κ > 0 è N > 0 òàêèå, ÷òî

‖u‖k+1,R,p ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,p + ‖u‖Lp(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R,p(Rn). (2.3)

Òîãäà, P (x,D) ðåãóëÿðíûé â Rn
, è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è

M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.1 ðàáîòû [13℄ ñëåäóåò, ÷òî P (x,D) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â Rn

. Äîêàæåì îöåíêó (2.4).

Ïóñòü {xm}∞m=1 ⊂ Rn
� òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî |xm| → ∞ ïðè

m→ ∞. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xm ∈ Wm. Ïóñòü ξ ∈ Rn
.

�àññìîòðèì �óíêöèþ ũm(x) = exp (i (ξ, x))ψm(x).

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 152-175

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 152-175



160 Ôðåäãîëüìîâû è ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà

Èç óñëîâèé íà �óíêöèè {ψm}∞m=1 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ γ ∈ (k + 1)R,
γ 6= 0 è ε > 0 ñóùåñòâóþò δ(ε) > 0 è m0(ε) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ m > m0 è

max
j=1,...,l

diamUj < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|Dγψm(x)| =
|Dγψm(x)|a|γ|[m−1

l ]

a
|γ|
[m−1

l ]

≤ ωγ(ε), (2.5)

ãäå ωγ(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Äëÿ β ∈ (k + 1)R ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 > 0 âûïîëíÿåòñÿ:

‖Dβũm‖Lp(Rn) ≥ |ξβ|‖ψm‖Lp(Rn) − C1

∑

0≤γ<β

|ξγ|‖Dβ−γψm‖Lp(Rn).

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (2.5) è ñâîéñòâà {ψm}∞m=1, ïîëó÷èì:

‖Dβũm‖Lp(Rn) ≥ |ξβ|µ(Wm)− ω1(ε)
∑

0≤γ<β

|ξγ|µ(Wm),

ãäå µ(Wm) � ìåðà ìíîæåñòâà Wm, ω1(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ:

‖ũm‖k+1,R,p ≥
∑

β∈(k+1)R
|ξβ|µ(Wm)− ω2(ε)

∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|µ(Wm), (2.6)

ãäå ω2(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Äëÿ β ∈ kR èìååì

∥∥Dβ (P (x,D)ũm)
∥∥
Lp(Rn)

≤
∥∥∥∥∥D

β

(
∑

α∈R
a0α(x)ũm

)∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

+

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R
a1α(x)D

αũm

)∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

. (2.7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Dβ (a1α(x)) ⇒ 0 ïðè |x| → ∞ äëÿ âñåõ α ∈ R, β ∈ kR
è (2.5), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m0 è m > m0

âûïîëíÿåòñÿ:

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R
a1α(x)D

αũm

)∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤ ω3(ε)
∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|µ(Wm), (2.8)

ãäå ω3(ε) → 0 ïðè ε→ 0.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 152-175

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 152-175



Òóìàíÿí À. �. 161

Èç óñëîâèé (2.2), lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x)−a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R, ñëåäóåò,
÷òî äëÿ α ∈ R è β ∈ kR ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì

max
j=1,...,l

diamUj , äëÿ m > m0 âûïîëíÿåòñÿ:

∣∣Dβ
(
a0α(x)− a0α(xm)

)∣∣ ≤ τα,β(ε), (2.9)

ãäå τα,β(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Èñïîëüçóÿ (2.9) è ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.4 èç ðàáîòû

[24℄, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m0 è m > m0 âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà:

∥∥∥∥∥D
β

(
∑

α∈R
a0α(x)D

αũm

)∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤
∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(xm)ξ

α

∣∣∣∣∣
∣∣ξβ
∣∣ ‖ψm‖Lp(Rn)

+ C2

∑

α∈R

∑

0≤γ<β+α

|ξγ| ‖Dβ+α−γψm‖Lp(Rn)

+ ω4(ε)
∑

α∈R

∑

0≤γ1+γ2≤β+α

|ξγ1| ‖Dγ2ψm‖Lp(Rn)

≤
∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(xm)ξ

α

∣∣∣∣∣
∣∣ξβ
∣∣µ(Wm) + ω̃4(ε)

∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|µ(Wm), (2.10)

ãäå ω4(ε) → 0, ω̃4(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Èç îöåíîê (2.8)�(2.10) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m0 è âñåõ m > m0

ïîëó÷èì

‖P ũm‖k,R,p ≤
∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(xm)ξ

α

∣∣∣∣∣
∑

β∈kR

∣∣ξβ
∣∣µ(Wm)

+ ω5(ε)
∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|µ(Wm), (2.11)

ãäå ω5(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Òîãäà, ïðèìåíÿÿ (2.3), (2.6) è (2.11), ïîëó÷èì

∑

β∈(k+1)R

∣∣ξβ
∣∣µ(Wm)− ω2(ε)

∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|µ(Wm)

≤ κ

(∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(xm)ξ

α

∣∣∣∣∣
∑

β∈kR

∣∣ξβ
∣∣µ(Wm)

+ω5(ε)
∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|µ(Wm)


 .
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Òàê êàê {a0α(x) : α ∈ R} � îãðàíè÷åííûå �óíêöèè è xm → ∞ ïðè

m → ∞, òî ñóùåñòâóþò ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé {a0α(xm) : α ∈ R}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a0α(xm) : α ∈ R} ñõîäÿòñÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

α ∈ R ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ã0α òàêàÿ, ÷òî a0α(xm) ⇒ ã0α ïðè m → ∞.

Òîãäà âûáðàâ m0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì, äëÿ m > m0 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

∑

β∈(k+1)R

∣∣ξβ
∣∣− ω6(ε)

∑

γ∈(k+1)R
|ξγ|

≤ κ

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
ã0αξ

α

∣∣∣∣∣
∑

β∈kR

∣∣ξβ
∣∣ ,

ãäå ω6(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Âûáèðàÿ ε äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì, ÷òî 
 íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

C3 > 0 âûïîëíÿåòñÿ:

C3

∑

β∈(k+1)R

∣∣ξβ
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
ã0αξ

α

∣∣∣∣∣
∑

β∈kR

∣∣ξβ
∣∣ .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ > 0 òàêàÿ,
÷òî ∣∣∣∣∣

∑

α∈R
ã0αξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R).

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðå-

äåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {a0α(xm) : α ∈ R}, ãäå |xm| → ∞ ïðè m → ∞,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M.

Çàìå÷àíèå 2.1. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà P (x,D) =∑
α∈∂R

aα(x)D
α : Hk+1,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) àïðèîðíàÿ îöåíêà (2.3) íå ìî-

æåò âûïîëíÿòüñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.1 îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ

n�íîðìàëüíûì. Òåîðåìà 2.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé

îöåíêè âèäà (2.3), íàðÿäó ñ ðåãóëÿðíîñòüþ P (x,D), íåîáõîäèìûì òàêæå

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (2.4). Â ðàáîòå [22℄ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â

ñëó÷àå âåñîâîé øêàëû ïðîñòðàíñòâ Hk,R,p
q (Rn) ïðè q ∈ Qk,R

.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ íà ñèìâîë îïåðàòîðà òàêæå ÿâëÿþòñÿ

äîñòàòî÷íûìè äëÿ âûïîëíåíèÿ àïðèîðíîé îöåíêè (2.3) â ðàññìàòðèâàåìûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü P (x,D) � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (2.2) ñ

êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x) − a0α(y)| = 0 äëÿ

âñåõ α ∈ R. Ïóñòü P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â Rn
, è ñóùåñòâóþò ïî-

ñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.12)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå κ > 0 è N > 0 òàêèå, ÷òî

‖u‖k+1,R,p ≤ κ
(
‖Pu‖k,R,p + ‖u‖Lp(KN )

)
, ∀u ∈ Hk+1,R,p(Rn). (2.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

P0(x,D) =
∑

α∈R
a0α(x)D

α,

Pm(x,D) :=
∑

α∈R

[
ψm(x)

(
a0α(x)− a0α(xm)

)
+ a0α(xm)

]
Dα, m = 1, 2, . . . .

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ñèñòåìû �óíêöèé {ϕm}∞m=1, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ

γ ∈ kR, γ 6= 0 è ε > 0 ñóùåñòâóþò δ(ε) > 0 è m0(ε) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
m > m0 è max

j=1,...,l
diamUj < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|Dγϕm(x)| =
|Dγϕm(x)|a|γ|[m−1

l ]

a
|γ|
[m−1

l ]

≤ ωγ(ε), (2.14)

ãäå ωγ(ε) → 0 ïðè ε→ 0.
Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ �óíêöèé {ψm}∞m=1.

Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè, ëåììó 3.1 èç ðàáîòû [25℄ è óñëîâèÿ íà êîý��è-

öèåíòû lim
m→∞

max
x,y∈Wm

, |a0α(x) − a0α(y)| = 0, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 2.2 èç ðàáîòû [12℄, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0

äëÿ âñåõ m > m0 îïåðàòîðû Pm(x,D) : Hk+1,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) èìåþò
îãðàíè÷åííûå îáðàòíûå îïåðàòîðû, ïðè÷åì íîðìû ýòèõ îáðàòíûõ îïåðà-

òîðîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (2.4).
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Òàê êàê Pm(ϕmu) = P0(ϕmu) äëÿ âñåõ u ∈ Hk+1,R,p(Rn) è m > m0,

ïîëó÷èì, ÷òî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 > 0 âûïîëíÿåòñÿ:

‖ϕmu‖k+1,R,p ≤ C1‖Pm(ϕmu)‖k,R,p

≤ C1‖P0(ϕmu)‖k,R,p, ∀u ∈ Hk+1,R,p(Rn).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà �óíêöèé {ϕm}∞m=1 è îöåíêó (2.14), ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì max
j=1,...,l

diamUj

äëÿ m > m0 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C2, C3 > 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà:

‖ϕmP0u− P0(ϕmu)‖pk,R,p

≤ C2

∥∥∥∥∥∥

∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0α(x)D
βuDγϕm

∥∥∥∥∥∥

p

k,R,p

≤ C3

∥∥∥∥∥∥

∑

α∈R

∑

β+γ=α,|γ|>0

a0α(x)D
βuDγϕm

∥∥∥∥∥∥

p

k,R,p

≤ ω(ε)‖u‖p
Hk+1,R,p(Wm)

,

ãäå ω(ε) → 0 ïðè ε → 0. Ïðîäîëæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñõåìå èç

òåîðåìû 2.3 â ðàáîòå [22℄.

Èç òåîðåì 2.1, 2.2 è 2.3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü P (x,D) � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (2.2)

ñ êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè lim
p→∞

max
x,y∈Wp

|a0α(x) − a0α(y)| = 0 äëÿ

âñåõ α ∈ R.
Òîãäà îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R,p (Rn) → Hk,R,p (Rn) ÿâëÿåòñÿ n�íîð-

ìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â Rn
,

è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî
∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.15)

Èç òåîðåìû 2.3 è âûêëàäîê, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 15.1

â ðàáîòå [28℄, ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü P (x,D) � ðåãóëÿðíûé â Rn
äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð âèäà (2.2), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-

ÿì lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x)−a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R, è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
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δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ (1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.16)

Òîãäà, åñëè u ∈ Hk,R,p(Rn), P (x,D)u ∈ Hk,R,p(Rn), òî u ∈ Hk+1,R,p(Rn).

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó (ñì. òåîðåìó 3.14 â [27℄):

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâó-

þùèé èç áàíàõîâà ïðîñòðàíâñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. åñëè îïåðàòîð A îáëàäàåò ëåâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì, òîãäà ÿäðî îïå-

ðàòîðà A â X êîíå÷íîìåðíî;

2. åñëè îïåðàòîð A îáëàäàåò ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì, òîãäà îáðàç îïå-

ðàòîðà A çàìêíóò è êîÿäðî êîíå÷íîìåðíî â Y ;

3. îïåðàòîð A îáëàäàåò ëåâûì è ïðàâûì ðåãóëÿðèçàòîðîì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà A �ðåäãîëüìîâ.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü P (x,D) � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (2.2) ñ

êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x) − a0α(y)| = 0 äëÿ

âñåõ α ∈ R.
Òîãäà îïåðàòîð P (x,D) : Hk+1,R,p (Rn) → Hk,R,p (Rn) ÿâëÿåòñÿ �ðåä-

ãîëüìîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (x,D) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â

Rn
, è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ (1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �ðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà ñëåäóåò åãî n�íîðìàëü-
íîñòü, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç òåîðåì 2.1 è 2.2.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðèâåä¼ì ïîñòðîåíèå ëåâîãî è ïðàâîãî ðåãó-

ëÿðèçàòîðà.

Ïóñòü xm ∈ Wm, m = 1, 2 . . .. Îáîçíà÷èì

Pm(x,D) :=
∑

α∈R
(ψm(x) (aα(x)− aα(xm)) + aα(xm))D

α,

Pm,0(x,D) :=
∑

α∈∂R
(ψm(x) (aα(x)− aα(xm)) + aα(xm))D

α,
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Rm,0 := F−1 |ξ|∂R
(1 + |ξ|∂R)Pm,0 (xm, ξ)

F.

Ïóñòü m0 ∈ N. Òàê êàê P (x,D) ðåãóëÿðåí â Rn
, òî ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ äèàìåòðàõ ïîêðûòèÿ {Wm}m0
m=1, èç ëåììû 3.1 ðàáîòû [24℄ ñëåäóåò,

÷òî äëÿ m ≤ m0 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Pm(x,D)Rm,0 = I + Tm
1 + Tm

2 , (2.18)

ãäå Tm
1 : Hk,R,p(Rn) → Hk+σ,R,p(Rn), σ = σ(R) > 0, à îïåðàòîð Tm

2 :
Hk,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖Tm

2 ‖ < 1.
Îáîçíà÷èì

Rm := Rm,0(I + Tm
2 )−1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3, ìîæíî âçÿòü m0 äîñòàòî÷íî

áîëüøèì, òàê ÷òî äëÿ m > m0 îïåðàòîðû Pm : Hk+1,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn)
èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå îáðàòíûå îïåðàòîðû Rm : Hk,R,p(Rn) →
Hk+1,R,p(Rn).

�àññìîòðèì

Rf :=
∞∑

l=0

ψlR
l(ϕlf), f ∈ Hk,R,p(Rn). (2.19)

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6 èç ðàáîòû [24℄, ìîæíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ:

P (x,D)Ru = u+ φT1u+ T2u,

ãäå φ ∈ C∞
0 (Rn), T1 : H

k,R,p(Rn) → Hk+σ,R,p(Rn), σ = σ(R) > 0, à îïåðàòîð
T2 : H

k,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖T2‖ < 1.
Òàê êàê φ ∈ C∞

0 (Rn), supp φ ⊂ KN1 äëÿ íåêîòîðîãî N1 > 0, è T1 :
Hk,R,p(Rn) → Hk+σ,R,p(Rn) ñ íåêîòîðîé σ = σ(R) > 0, òî ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííûå C1, C2, C3, C4 > 0 òàêèå, ÷òî

‖φT1u‖k,R,p ≤ C1‖φT1u‖Ḣk,R,p(KN1
) ≤ C2‖φT1u‖Ḣk+σ,R,p(KN1

)

≤ C3‖u‖Ḣk,R,p(KN1
) ≤ C4‖u‖k,R,p, ∀u ∈ Hk,R,p(Rn).

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé Ḣk+σ,R,p(KN1) â
Ḣk,R,p(KN1), ïîëó÷èì, ÷òî φT1 : H

k,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) êîìïàêòåí.
Òàê êàê îïåðàòîð T2 : H

k,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
‖T2‖ < 1, ñóùåñòâóåò (I + T2)

−1
. Ïðèìåíÿÿ ýòîò îïåðàòîð ê îáåèì ÷àñòÿì,

ïîëó÷èì

P (x,D)R̃u = u+ T̃ u,
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ãäå R̃ := R(I + T2)
−1
, à T̃ := φT1(I + T2)

−1 : Hk,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn)
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì, òàê êàê φT1 êîìïàêòåí.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.4, çàêëþ÷àåì, ÷òî êîÿäðî îïåðàòîðà P (x,D) :
Hk+1,R,p (Rn) → Hk,R,p (Rn) èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ëåâûé ðåãóëÿðèçàòîð, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñòâî �ðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà.

Îáîçíà÷èì

Ker
(
P ;Hk,R,p

)
:=
{
u ∈ Hk+1,R,p (Rn) : P (x,D)u = 0

}
,

Im
(
P ;Hk,R,p

)
:=
{
f ∈ Hk,R,p (Rn) : ∃u ∈ Hk+1,R,p (Rn) s.t. P (x,D)u = f

}
,

coker
(
P ;Hk,R,p

)
:= Hk,R,p (Rn)

/
Im (P ;Hk,R,p),

ind
(
P ;Hk,R,p

)
:= dimKer

(
P ;Hk,R,p

)
− dim coker

(
P ;Hk,R,p

)
.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü P (x,D) � ðåãóëÿðíûé â Rn
äè��åðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð âèäà (2.2), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-

ÿì lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x)− a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R, è âûïîëíÿåòñÿ (2.17).

Òîãäà Ker(P ;Hk,R,p), coker(P ;Hk,R,p) è ind(P ;Hk,R,p) íå çàâèñÿò îò k è
p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 2.2 è ëåììy 2.1 èç ðàáîòû [13℄,

ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Ker(P ;Hk,R,p), coker(P ;Hk,R,p), è ind(P ;Hk,R,p) íå
çàâèñÿò îò k. Äàëåå, â ñèëó òåîðåìû 2.5 è ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçàòîðà, ñó-

ùåñòâóåò îïåðàòîð R : Hk,R,p(Rn) → Hk+1,R,p(Rn) òàêîé, ÷òî RP (x,D)u =
u + φTu, ãäå φ ∈ C∞

0 (KN ) äëÿ íåêîòîðîãî N > 0, íåçàâèñÿùåãî îò p,
T : Hk,R,p(Rn) → Hk+σ,R,p(Rn) ñ íåêîòîðîé σ = σ(R) > 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå è ñëåäñòâèå 3.2 ðàáîòû [25℄, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ:

Ker(P ;Hk,R,p) ⊂
⋂

s≥0

Hs,R,p
loc (KN ) = C∞(KN).

Ñëåäîâàòåëüíî, Ker(P ;Hk,R,p) íå çàâèñèò îò p. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî coker(P ;Hk,R,p) íå çàâèñèò îò p. Òåì ñàìûì, ïîëó÷èëè, ÷òî

ind(P ;Hk,R,p) íå çàâèñèò îò p.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü P (x,D) � ðåãóëÿðíûé â Rn
äè��åðåíöè-

àëüíûé îïåðàòîð (2.2), è ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå ãα òàêèå, ÷òî aα(x) ⇒ ãα
ïðè |x| → ∞, α ∈ R. Òîãäà

σe(P ) =

{
∑

α∈R
ãαξ

α : ξ ∈ R
n

}
.

Ïðè ýòîì, äëÿ λ /∈ σe(P ) èìååò ìåñòî ind(P − λI) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.5 è óñëîâèé íà êîý��èöèåíòû ñëåäóåò,

÷òî îïåðàòîð P (x,D)−λI : Hk+1,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëü-
ìîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ > 0, òàêàÿ,
÷òî ∣∣∣∣∣

∑

α∈R
ãαξ

α − λ

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n. (2.20)

Îòñþäà, åñëè λ ∈
{∑

α∈R
ãαξ

α : ξ ∈ Rn

}
, òî (2.20) íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâà-

òåëüíî, λ ∈ σe(P ).
Ïóñòü λ ∈ σe(P ). Åñëè áû âûïîëíÿëîñü

∑
α∈R

ãαξ
α − λ 6= 0 äëÿ âñåõ

ξ ∈ Rn
, òî, â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè P (x,D), ïîëó÷èëè áû óñëîâèå (2.20), è,

ñëåäîâàòåëüíî, λ /∈ σe(P ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåì ñàìûì, σe(P ) =

{∑
α∈R

ãαξ
α : ξ ∈ Rn

}
.

Ïðè λ /∈ σe(P ) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.20) è îïåðàòîð P̃ (D) − λI :=∑
α∈R

ãαD
α−λI : Hk+1,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì. Òîãäà, èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó 3.18 èç ðàáîòû [27℄, òåîðåìó 2.5 è óñëîâèå (2.20), íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ind(P − λI) = ind(P̃ − λI) = 0.

Çàìå÷àíèå 2.2. Äëÿ îïåðàòîðîâ èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ind(P − λI) = 0
ïðè λ /∈ σe(P ), íî îïåðàòîð ìîæåò íå áûòü èçîìîð�èçìîì è ðàçìåðíîñòè

ÿäðà è êîÿäðà ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì

îïåðàòîð Pu = u′′ + 2−x2
√
1+x2

4(1+x2)
3
2
u, äåéñòâóþùèé èç H2(R1) â L2(R

1), ãäå

H2(R1) � èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè p = 2.
Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

Ker (P ) = Span{exp(−1

2

√
1 + x2)}, dimKer (P ) = dim coker (P ) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ind (P ) = 0. Ñóùåñòâåííûé ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà âû-
ðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σe(P ) = {−ξ2 − 1

4
: ξ ∈ R} = (−∞,−1

4
].

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü P (x,D) � ðåãóëÿðíûé â Rn
äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð (2.2) ñ êîý��èöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì: lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x)− a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R. Òîãäà

σe(P ) = L̃ :=
⋃

(ãα)

{
∑

α∈R
ãαξ

α, ξ ∈ R
n

}
,

ãäå ãα òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò {xk}∞k=1, |xk| → ∞ è a0α(xk) → ãα ïðè k → ∞
äëÿ âñåõ α ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.5 è óñëîâèé íà êîý��èöèåíòû ñëåäóåò,

÷òî îïåðàòîð P (x,D)−λI : Hk+1,R,p(Rn) → Hk,R,p(Rn) ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëü-
ìîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå δ > 0 èM > 0,
òàêèå ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
aα(x)ξ

α − λ

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.21)

Ïóñòü λ ∈ L̃. Òîãäà óñëîâèå (2.21) íå âûïîëíÿåòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

λ ∈ σe(P ).

Ïóñòü òåïåðü λ ∈ σe(P ). Òîãäà óñëîâèå (2.21) íå âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî çíà-
÷èò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δk > 0,Mk > 0, δk → 0,Mk → ∞ ïðè

k → ∞, ñóùåñòâóþò |xk| > Mk è ξk ∈ Rn
, ÷òî èìååò ìåñòî:

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
aα(xk)ξ

α
k − λ

∣∣∣∣∣ < δk(1 + |ξk|∂R). (2.22)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aα(xk) → ãα ïðè k → ∞.

Òîãäà, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

∑
α∈R

ãαξ
α − λ 6= 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn

, òî â

ñèëó ðåãóëÿðíîñòè P (x,D) ïîëó÷èì, ÷òî ñ íåêîòîðîé δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ∣∣∣∣
∑
α∈R

ãαξ
α − λ

∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.22). Òî åñòü

ïîëó÷èëè, ÷òî λ ∈ L̃.

Òåì ñàìûì, ïðåäñòàâëåíèå äëÿ σe(P ) äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2.3. Äëÿ îïåðàòîðîâ èç òåîðåìû 2.6 ind(P − λI) ìîæåò
ìåíÿòüñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé λ /∈ σe(P ).

�àññìîòðèì Pu = u′′, äåéñòâóþùèé èç H2(R1) â L2(R
1).

Ïðè λ > 0 îïåðàòîð P−λI : H2(R1) → L2(R
1) ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëüìîâûì

ñ dimKer(P − λI) = dim coker(P − λI) = ind(P − λI) = 0, à ïðè λ ≤ 0 íå

ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëüìîâûì.

Ïóñòü δ > 0. �àññìîòðèì îïåðàòîð

(Pδ − λI)u = e−δ
√
1+x2

(P − λI)
(
eδ

√
1+x2

u
)
= u′′ + 2δ

x√
1 + x2

u′+

+

(
δ2

x2

1 + x2
+ δ

1

(1 + x2)3/2
− λ

)
u.

Åñëè λ < 0, òî Pδ − λI : H2(R1) → L2(R
1) ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëüìîâûì ïî
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òåîðåìå 2.6 è âûïîëíÿåòñÿ:

Ker (Pδ − λI) = Span{cos(
√

|λ|x)e−δ
√
1+x2

; sin(
√

|λ|x)e−δ
√
1+x2},

dimKer (Pδ − λI) = 2,Ker ((Pδ − λI)∗) = {0},
dim coker (Pδ − λI) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ind (Pδ − λI) = 2.
Åñëè λ > δ2, àíàëîãè÷íî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî dimKer(Pδ − λI) =

dim coker(Pδ − λI) = ind(Pδ − λI) = 0.
Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà èìååì: σe(P ) = {−ξ2 ± 2iδξ + δ2 : ξ ∈ R}.

Â ðàáîòå [23℄ áûë ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé �ðåäãîëüìîâîñòè

äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà øêàëå âåñîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Hk,R,p
q ñ âåñîâîé �óíêöèåé q ∈ Qk,R

, à òàêæå èññëåäîâàíû èõ

ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà â ýòîì ñëó÷àå îò-

ëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ q ≡ 1: ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíî-

æåñòâîì.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü k ∈ Z+, q ∈ Qk,R
è P (x,D) � ðåãóëÿðíûé â

Rn
äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (2.1), êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëå-

òâîðÿþò lim
m→∞

max
x,y∈Wm

|a0α(x)− a0α(y)| = 0 äëÿ âñåõ α ∈ R. Ïóñòü ñóùåñòâóþò
ïîñòîÿííûå δ > 0 è M > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣∣
∑

α∈R
a0α(x)ξ

α

∣∣∣∣∣ ≥ δ(1 + |ξ|∂R), ∀ξ ∈ R
n, |x| > M. (2.23)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ C îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ �ðåäãîëüìîâûì è ñïåêòð σ(P )
èìååò îäíó èç ñëåäóþùèõ �îðì:

• σ(P ) = C;

• σ(P ) � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî, ïðè ýòîì ind(P ;Hk,R,p
q ) = 0.
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